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92 — Série A C. R. Acad. Sc. Paris, t. 273 (12 juillet 1971)

TOPOLOGIE. — Un ineariant des feuilletages de codimension 1. Note (*)
de MM. Cravpe Gobsmron et Jacoues Vey, transmise par M. Henri
Cartan.

1. CONSTRUCTION DE L INVARIANT [Ql. — Soit F un feuilletage de

codimension 1, différentiable et transversalement orientable d’une variété
différentiable M™.

S1 o€ A' (M) est une forme de Pfaff sur M définissant &, on déduit de la
condition d’intégrabilité w Adw =0 que la forme dw est divisible par o :
il existe une forme de Pfaff w, sur M telle que do = w A\ w,; et deux telles
formes différent d’un multiple de .

Par différentiation de cetie relation on obtient ®Adw, = 0. Par

conséquent, dw, est aussi divisible par ® : il existe une forme de Pfaff w,
sur M telle que dw, = © A w,.

-

Différentiant cette nouvelle relation on obtient w A (0, A 0, — dw,) = 0.
Il existe donc une forme de Pfafl w; sur M telle que dw,= w; A w, + ® A ©;.

Prorosition. — La forme Q = oAw,Aw, = — w, Adw, est fermée,
et sa classe de cohomologie dans H* (M, R) ne dépend que de F.

On désignera cette classe par [Q] ().

Remarques. — (1) On peut généraliser la construction précédente aux
feuilletages de codimension 4, différentiables et transversalement orien-
tables, avec singularités (*), de la fagon suivante : si F est un tel feuille-
tage défim par une famille f;: U, > R d’applications distinguées avec
fonctions de transition g;; conservant 'orientation, et si (A;) est une parti-
tion différentiable de I'unité subordonnée au recouvrement (U;), on associe

a & la forme de Pfaff w :—-..le df ;. 11 existe alors des formes de Pfaff w,
et w, sur M telles que dw = w Aw, et dw, = WA w,,.

Dans ces conditions la forme Q = wAw, Aw, est fermée; et, si les singu-
larités de & sont génériques (ou plus généralement si ’ensemble des singu-
larités de & est un fermé sans intérieur), la classc de cohomologie
2] = [Q] (F) de Q ne dépend que de F.

(1) S1 & n’est pas transversalement orientable il existe un revétement
a deux feuillets p : N — M tel que le feuilletage p* & soit transversalement
orientable. 5i r est I'involution de N, on peut définir p* & par unc forme
de Pfaff © telle que r*© = — w. La forme {) correspondante est alors
invariante par r,” et détermine une classe de cohomologie [Q] (F) dans
H? (M, R) qui ne dépend encore que de &,
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(111) Soient & et F' deux feuilletages différentiables de codimension 1
de M. 51 F et F' sont différentiablement homotopes (*) on a [Q](F)=[Q](F").

(iv) S1 F est un feuilletage différentiable de codimension 1 de M, et si f
est une application différentiable d’une variété V dans M on a

[L]1(F* F) = 1* ([£](F).

2. ExemprLEs. — (1) 51 & est défini par unc forme de Pfaff fermée sans
singularité on a [Q] (F) = 0.

(11) Soit M = VX S*, et soit f une fonction différentiable sur V ayant 0
pour valeur réguliére. S1 F est le feuilletage de M défin1 par Ja forme

o = df 4 fdf, on a [Q] (F) = 0. Par conséquent :

Prorosition. — St un feuilletage F' se déduit d’un feuilletage & par
tourbillonnement on a [Q] (F') = [Q] (F).

(111) Nous devons 'exemple fondamental suivant 4 R. Roussarie.

Il existe pour le groupe G = SL (2, R) une base { ®, ®,, &, } des formes
de Pfaff invariantes a gauche vérifiant les 1dentités suivantes :
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Soit alors I' un sous-groupe discret de G tel que la variété quotient
M =TI'\G soit compacte. Les formes w, @, et w, induites sur M par
®, &, et ®, respectivement sont sans singularité et vérifient des identités
analogues aux précédentes. La forme w définit donc un feuilletage F de M
pour lequel Q = o A\ w; Aw, est une forme volume. Et par suite [Q] (&)

n’est pas nulle.

3. UNE COALGEBRE DE LIE UNIVERSELLE POUR LES FEUILLETAGES DE

copiMeNsioN 1. — Désignons par A* la coalgébre de Lie réelle de base
gy U1y ..y Ay ... telle que doy =Zcfj a;/\o; avec
0 pour i+ j— 1=k,

¢y =1(@{+j—1!,, . | S N
5 (T (j—1) pour {+4j—1=k

Par itération du procédé du paragraphe 1 on obtient :

Tuforime., — Soil &* une sous-coalgébre de Lie réelle de lu coulgébre
de Lie A* (M) contenant w. Il existe un homomorphisme h de X* dans G *
tel que h(x,) = w,
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Remarques. — (i) Soit X un champ de vecteurs sur M transverse & F
et tel que © (X) = 1. 'On peut définir un homomorphisme % dé A* dans
A' (M) en posant h () = (Lx)*® (dérivée de Lie k™ de w).

(11) Les seuls cas possibles de sous-coalgébres de Lie de A* (M) contenant
@ et isomorphes a la coalgébre des formes de Pfaff invariantes sur un groupe
de Lie sont les suivants :

(&) \ de =0 (groupe des translations);
. d&) =M /\ ()4 .
(b) { doy =0 2 (groupe afﬁne),-
do = w A oy
(¢) ldml = A wg} (groupe homographique).

dw; = w; A w,

(1) L’algébre de Lic réelle A de base X,, X, ..., Xi ..., avec’
[Xi, Xj] = 677" Xisjo1, est isomorphe 3 l'algébre de Lie des champs de
vecteurs formels & une variable; et la coalgébre A* s’interpréte comme
espace des cochaines de degré 1 de rang fini sur A a valeurs dans R (ol
A opére trivialement). |

Or la cohomologie des cochaines de rang fini sur A a valeurs réelles
est la suivante (%) :

H (A, R)=0 pour i¥#0, 3,
TH*(A,R =R avec pour générateur la classe de o A oy A ..

Par conséquent [)] s’obtient en rappelant sur M la cohomologie H* (X, R).

(1v) Si B* est la coalgétbre de Lie réelle quotient de A* par la
relation @ =0, on peut interpréter B* comme Iespace des cochaines
de degré 1 et de rang fini sur ’algébre de Lie 8 des champs de vecteurs
formels a une variable sans terme constant. On a alors () :

H @B R) =0 pour i>1,

H'(B, R) =R avec pour générateur la classe de «,,

On peut en donner I'interprétation géométrique suivante (*) : w, induit
sur chaque feuille F de & une forme de Pfaff fermée dont les périodes
sont les logarithmes des jets d’ordre 1 des éléments d’holonomie de F.

(v) Une généralisation de cette étude en codimension quelconque
devrait fournir des renseignements sur la cohomologie du classifiant BT,

de Haefliger (?).

On peut donner 'exemple suivant : si & est un feuilletage de codi-
mension p, différentiable et transversalement' orientable de M, et si
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¢ est un volume transverse a &, il existe une forme de Pfaff « sur M telle
que d¢ = ¢ Aa. La forme a A (da)? est alors fermée, et sa classe de cohomo-
"logie dans H?*** (M, R) ne dépend que de F.

’

(*) Séance du 5 juillet 1971.

(!) M. GEL’raND et D. B. Fuks, Izv. Akad. Nauk S.S. S. R., 34, 1970, p. 322-337.

(®) A. HAEFLIGER, Topology, 9, 1970, p. 183-194.

(®) G. REEB, Sur cerlaines propriétés topologiques des variétés feuilletées (Act. scient.
et ind.,, Hermann, Paris, 1952). |
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