
LES CLASSES CARACTERIsTIQUES DE PONTRJAGIN 
DES V ARIlSTEs TRIANGU"LJms 

PARR. TROM 

Avant de nous occuper des varietes polyMrales, il nous sera utile de generaliser 
quelque peu la notion de polyedre. Introduisons dans ce but la notion d"'espace 
differentiable par morceaux." 

Structure differentiable par morcea.nx 
Un espace ]jJ est dit "differentiable par morceaux" de classe om s'il peut 

etre defini ainsi qu'il suit: on se donne des ouverts un d'espace euclidien ]In, n 
variable, et une familie d'applications differentiables de classe om gafJ: U:-+ U~; 
dans ces conditions, ]jJ est Ie quotient de la reunion U = U"Ua des Urr. par les 
relations d'identification definies par les applications grY.f! (ou un sous-espace de ce 
quotient). 

Sur un tel espace differentiable par morceaux, on a la notion de fonction reelle 
de classe om (et meme la notion de forme differentielle). La notion de derivee 
partielle d'une fonction peut etre definie dans chaque ouvert UrY.; il en resulte 
qu'on peut parler, sur E, de l'espace Dm des fonctions de classe om, muni de la 
topologie definie par l'ecart sur les derivees partielles d'ordre r (r < m). De meme 
pour les applications de]jJ dans un espace euclidien. Tous ces espaces sont metriques 
complets, donc de Baire. 

II importe de dire tout de suite que, si l'on n'impose aucune condition aux 
relations d'identification Yaf!' l'espace E a toutes chances de se trouver muni d'une 
topologie fortement degeneree, en general non separee. De ce fait, il n'est pas 
impossible qu'il n'existe sur E d'autresfonctions differentiables que les constantes. 
D'ailleurs, certains espaces de ce type s'introduisent dans l'etude des feuilletages 
de varietes, comme quotients des strnctures feuillet6es. 

Nous ferons sur les espaces E des hypotheses aSBeZ restrictives: 
(1) Les applications grY.fJ sont des injections, partout de rang maximnm; il suffira de 

Be donner des applications grY.{! : U:-K-+ Up, les autres s'en deduisant partransitivite. 
(2) On suppose que l'intersection de deux U: est contenue toujours dans une 

reunion de un-l de dimension inferieure. 
(3) Hypothese de position generale. Soient Y : U! -+ U~, Ur -+ U~ deux injections; 

si U~ n'est pas contenu dans Ur, alors les images g(U~}, g(U)') sont des sous
variet6s de U~ qui se coupent en tout point commun en position generale: En un 
point x cornmun it g(U!), g(Ur} les plans tangent aces sous-variet6s se coupent 
suivant un q-plan dont la codirnension (par rapport a U~) est somme des 
co dimensions de g(U~), g(Ur). Ce q-plan est d'ailleurs Ie q-plan tangent au U d'inter
section auquel appartient x. De meme pour l'intersection de plusieurs g( U~) 
incidents a un meme U~. ' 
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II est clair qu'un complexe simplicial K est susceptible d'une definition de 
cette espece: il suffit d'attacher it, tout p-simplexe s'[t une boule ouverie B'[t Ie 
contenant rectilineairement; on prend pour K la portion de l'espace E obtenue it, 
pariir des B'[t par identification en ne conservant, pour chaque Bp. que la portion 
d' espace inMrieure it, s p' Finalement, les espaces que nous considerons H generalisent" 
les polyedres au sens suivant: les "cellules" U ne sont pas m3cessairement homo
logiquement triviales; ce sont seulement des varieMs it, bord (connexes paracom
pactes) dont Ie bord peut presenter des singulariMs du type suivant: les cellules 
qui composent Ie bord Be coupent dans U en position generale. ,Bien entendu, les 
espaces ainsi obtenus sont encore des polyedres, en veriu des theoremes generaux 
de triangulation des varieMs differentiables (J. H. C. Whitehead [6]). 

On va etendre aux applications differentiables de polyoores les theoremes de 
regularisation connus pour les vari~Ms. Enon90ns dans ce but un Lemme. 

LEMME ;DE POSITION GENERALE. Boit (G) un ensemble de plans de Rn (considere 
comme espace affine); on suppose que les plans de (G) se coupent en position generale. 
Bait F une jonction reelle sur G, de classe em sur chacun des plans de (G); alMS Fest 
la restriction a (G) d'unejonction FI de classe em sur Rn. 

L'extension de la fonction Fen F I va se demontrer par induction sur Ie nombre r 
des plans qui composent (G). Pour r = 1, la propriete est presque evidente: on 
forme un voisinage tubulaire T du plan X, de rayon a, et on d6finit une retraction 
differentiable p : T -+ X sur Ie plan X; designons par g( u) une fonction de classe 
Coo, decroissant de I it, 0 lorsque u croit de 0 a a. Pour tout point x exMrieur aT, 
on posera FI(x) = 0, pour un point x de T situe a la distance u de X, on posera 
FI(X) = g(u)F(p(x». Si les derivees dkgf(du)k ont eM supposees nulles pour u = 0 
et u = a, alors la fonction FIest de classe em et repond a la question. 

Supposons Ie lemme etabli pour un systeme (GI) de ('I' - 1) plans, et soit (X) 
un plan qu'on ajoute a (Gi ). Le plan (X) coupe par hypothese tout plan de (GI) en 
position generale; on pourra par suite defi.nir sur un voisinage de (X) une metrique 
riemannienne pour laquelle tout plan de (Gi ) coupe (X) orihogonalement; grace a 
cette metrique, on definira un voisinage tubulaire T de (X), de rayon geodesique a, 
et une retraction differentiable normale p : T -+ X, tene que peT n Y) = Y n X 
pour tout plan Y de (GI). Soit j la fonction donnee sur (G) = (GI ) U X; par in
duction il eriste une fonction F, de classe em sur Rn, qui coincide avec f sur (GI ); 

formons sur (X) la fonction v = f - F; v, de classe em, est nulle sur l'intersection 
GI n X. On applique alors la construction precedente a la fonction v pour X seul; 
comme la retraction p conserve (GI ), on obtient une fonction w = g(u(x)}' v(p(x)) 
de classe em, qui est nulle sur (GI ). Par suite la somme 

FI=F+w 

repond bien a la question. 
REMARQUE. L'hypothese que les plans de (G) se coupent en position generale 

joue un role absolument essentiel dans cette demonstration. On obtiendra un 
contre-exemple tres simple en prenant pour (G) trois droites concourantes du plan, 
par exemple les axes Ox, 0'0 et la premiere bissectriee x = 'o. Une fonction f 
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derivable sur ces trois droites n'est la restriction d'nne [onction differentiable du 
plan que si les derivees de j Ie long de ces trois droites en 0 satisfont a une relation 
lineaire evidente. 

Point regulier; valeur regnliere d'une application 

Soitj une application de classe 0 d'nne polyedre K dans l'espace euclidien Rk; 
on dira qu'un point x est regulier pour I'application j si, pour toute cellule U 
contenant x, l'applicationj, restreinte a U, admet en x un point regulier, i.e., un 
point ou Ie rang de jest egal a le. 

n resulte de cette definition que tous les points du squelette de dimension 
(lc - I) sont necessairement non reguliers. 

Une valeur y E Rk de j sera dite reguliere si !'image reciproque j-l(y) ne contient 
que des points reguliers (au aucun point!). 

Tm!:OREME DE SARD. Hi un complexe K est de dimension n, et si K ne comporte 
qu'une infinite denombrable au plus de cellules, toute application j de K dans R'" 
n'admet de 'Ilaleurs non regulieres que sur un, ensemble de mesure nulle de Rk, des que 
sa classe m est >n - k + 1. 

Generalisation inlmediate du theoreme classique [3). 
TH:EOREME DE LA FIBRATION. Boit f une application de K dans Rk, reguliere sur un 

point 0 de R'" ainsi que sur tout point d'une boule ouverte U de centre 0, de rayon r. 
Si I'application j est de plus propre sur U (i.e., I'image reoiproque de tout oompaot est 
un oompaot), alors l' application j dejinit une jibration de j-I( U) Bur U. 

On construit dansj-l( U) un champ de le-plans transverses aux images reciproques 
I-I(y), et ceci dans chaque cellule Zi de K. Unetelle construction est evidemment 
possihlepourtoute cellule Z.,. du k-squelette; en effet Z.,. nf-l(U) est applique par j 
avec rang maximum sur U, et Ie k-plan transverse est evidement, en tout point 
de Z.,. n j-l{U), Ie plan des vecteurs tangents a Zk' 

Supposons construit Ie champ H de k-plans transverses sur Ie (1' -l)-squelette 
K( .. -l); il faut montrer que la prolongation de H est possible de [alion differentiable 
sur Ie r-squelette. Soit Z .. une ".-cellule; sur Z .. n j-I(U) les coordonnees u l , u 2, ••• , 

Uk de U peuvent etre prises comme fonction coordonuees; par suite, en tout point 
x de Z .. nJ-1(U) l'ensemble des k-plans transverses est represente, dans une ca,rte 
locale (u1, ••• , Uk' VI> ••• , '17,,_.,.) par tous les systemes lineaires de Ia forme: 

Vi = 2: ajut · . 

C'est donc un espace vectoriel de coordonnees aI, de dimension k· (r - k). L'en
semble des k-plans tra,nsverses aux images reciproques constitue done un fibre sur 
Z" nj-l(U), a fibre vectorielle. Une section de ee fibre nous est deja donuee sur Ie 
bord Z" par Ie champ H; la fibre etant contractile, Ia section peut se prolonger de 
faQon continue sur tout Z .. nJ-1(U). Par ailleurs, en venu du lemme de position 
generale, ce prolongement pourra s'effeetuer de fa90n differentiable sur un voisinage 
du bord, done partout. 

On a ainsi etabli I'existence, dans j-l(U), d'un champ H de k-plans transverses 
auximagesreciproquesj-l(y). Ce champ n' est pas, engeneral,integrabledans chaque 
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Zr; il peut neanmoins serm a defurir des transversales par Ie procede suivant: 
A tout point y de U associons la demi-droite Oy; dans toute cellule Zr l'image 
reciproque j-I(Oy) est une sous-varieM de dimension r - k + 1; dans cette sous
variete, Ie champ H definit un systeme de trajectoires differentiabIes H1I; ce systeme 
de trajectoires transversales H1I permet de defurir un homeomorphisme de j-I(O) 
sur j-l(y) (car, puisque jest propre, j-I(Oy) est compact, et toute trajectoire peut 
etre prolongee de j-I(O) a j-l(y». L'homeomorphisme h1l ainsi defini depend 
continuement de yet permet de defurir un homeomorphisme global h de j-I(U} 
sur U X j-1(0), ce qui demontre Ie theoreme. 

Etant donne un polyedre X on montrera, comme dans [5], q';'e l'ensemble des 
applications j: X -+ Rk qui n'admettent pas un point donne comme valeur 
reguliere forme un sous-ensemble rare de L(X; R, m) pourvu que m soit assez 
grand (maigre, si X est:infi:iri paracompact.) 

Applications t-reguIieres sur une sons-variete 
Soit N une sous-variete diff. plongee d'une variete MP; si N est de codimension 

q, on peut supposer N definie par un systeme de cartes locales du type U -+ Rq; 
comme dans [5], un point x E X est t-regulier sur N si I'application composee 
gO j(x)-+ Rq admet x pour point regulier; l'application j de X dans M est 
t-reguliere sur la sous-variete N si tout point de l'image reciproque j-I(N) est 
t-regulier sur N. 

Comme dans [5] on montera que l'ensemble des applications I de X dans M non 
t-regulieres sur N est un ferme rare de L(X, V; m) si X est compact et m assez 
grand (maigre si X est denombrable •. ). 

REMARQUE. On sait que si jest une application simpliciale de X sur X', l'appli
cation j definit une fibration locale sur l'interieur de tout simplexe de dimension 
maximum de X'. Le theoreme de fibration est donc connu pour les applications 
simpliciales mais il parait difficile d'adapter la notion de "t-regularite" au cadre 
des applications simpliciales. C'est ce qui justifie l'introduction des structures 
differentiables par morceaux. 

Varietes triangalees 

Par varieM triangulee, on entend un polyedre qui est homologiquement une 
varieM de dimension n: i.e., les nombres de Betti locaux autour de chaque point 
sont ceux de la n-boule ouverte. II n'est donc pas necessaire que Ie voisinage de 
tout point soit une boule topologique. 

Image reciproque d'une valeur reguliere. Soit vn une variere triangu16e de dimen
sion n,j: V -+ Rk une application reguliere sur O. L'image reciproque 1-1(0) est dans 
ces conditions une varieM triangu16e de dimension (n - k). 

Ceci resulte du fait qu'on peut trouver pour tout point x un systeme fondamental 
de voisinages qui soient la fois satures pour les images reciproques j-l(y), et un 
systeme de transversales (H). En vertu des theoremes classiques sur les fibrations 
d'espaces euclidiens, la fibre est une sous-variere homologique de dimension 
(n - k). (II importe de remarquer qu'on peut definir en x une famille fondamentale 
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de voisinages du type ci-dessus qui sont homeomorphes: ceci resulte du fait que 
f-l(y) est un polyedre, done tout point:J; a un voisinage conique dansf-1(y); ce qui 
a pour effet que ces voisinages ont meme cohomologie que la limite inductive, 
done celIe de l'espace euclidien En). 

Ce resultat se generalise inlmediatement aux images reciproques par des applica
tions t-regulieres. On a: 

Bi une application j : vn ~ Mf> est t-reguliere sur la s0U8-variete N de codimension 
q, l'image reciproquej-l(N) est une sous-variete homologique de codimension q. 

Ce resultat s'etend egalement aux varieMs a bord: si Qn est une varieM a bord 
triangulee, de bord V, et si f: Qn est t-reguliere sur N c M, !'image reciproque 
pal' j de Nest une sous-varieM a bord homologique X, de codimension q, dont Ie 
bord Y est une sous-varieM Y de V, de codimension q (egalement homologique). 

Nous allons maintenant definir entre varieMs trianguIees une relation d'equi
valence qui genemlise quelque peu la notion d'equivalence combinatoire. 

DEFINITION. Varietes J -equivalentes. Deux varieMs triangulees V, V' seront dites 
J~equivalentes si: (1) Elles ont toutes deux meme type d'homotopie (T); (2) 
Elles sont cobordantes et i1 existe une varieM a bord triangulee Q admettant pour 
bord V U V' (V - V' si Vet V' sont orientees), dont Ie type d'homotopie est 
(T), et tcIle que les injections i : Y ~ Q, i' : Y ~ Q soient des homotopies-equi
valences. 

Dans ces conditions, chacune des varieres Y, Y' est retracte pal' deformation de 
Q; 1a construction usuelle faite sur 1es varieMs cobordantes montre qu'on a bien 18. 
une relation d'equivalence; i1 y a tmnsitiviM. On ne connait pas d'exemple de 
varieMs ayant meme type d'homotopie qui ne soient pas cobordantes; par c~ntre, 
il existe des variet6s (de dimension 7) qui ont meme type d'homotopie, mais ne 
satisfont pas a la condition (2), et ne sont done pas J-equivalentes. 

DEF1NITlON. Sous-varietes a structure orthogonale. On dim qu'une sous-varieM W 
de yt>, de codimension q, est a structure orthogonale normale, s'il existe une 
applicationj de V dans Ie complexe JJ/(SO(q», t-reguliere sur la grassmannienne 
Gq , telle que W soit l'image reciproque par f de Ia grassmannienne Gq • 

Une sous-varieM a structure normale orthogonale admet des classes caracMr
istiques normales (de Stiefel~Whitney et de Pontrjagin), images par j* des classes 
corresopndantes de la grassmannienne G q' Dans Ie cas ou pI est differentiable, 
ainsi que j, ces classes sont les classes caracteristiques du fibre desvecteurs normaux. 
Dans ]e cas generalise des varietes triangulees, i1 n'y a plus de fibre des vecteurs 
normaux au sens strict. Le plongement a structure normale orthogonale jouit de 
plus de 1a propriete de transitivite enoncee dans Ie lemme: 

LEMME I. Boit pn-II une sous-variete a structure normale orthogonaZe de la varieM Vn, 
Wn-tl-r une sOUB-variete a structure orthogonale normale de pn-II; dans ces conditions, 
Wn--41-r est une sous-variete a structure orthogonale normale de Vn, et celte structure a 
mirnM classes caracteristiqueB que le "joint" (au sens de Whitney) de la structure 
normale de W dans P par la restriction it W de la structure normale de P dans V. 

Soient j:P~M(SO(r», g: V~M(SO(q» les applications qui definissent 
W =1-1(01')' P = y-l(O(J On peut supposer que l'application g plonge biunivo-
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quement P dans G q' de telle fa90n que des plans tangents a des cellules incidentes 
se coupent en position generale. L'application donnee f : P ~ M(SO(r)} se prolonge 
differentiablement a un voisinage U de yep) dans Gq ; soit fl ce prolognement 
fl: U ~M(SO(r); on peut supposerfl t-reguliere sur G .. , puisquef11'est, restreinte 
a P; alors I'image reciproque par f1 de G .. dans U est une sous-variete Z de 
codimension r dans U, donc de codimension (q + r) dans M(SO(q}). La structure 
normale de Z dans M(SO(q» est Ie joint de la structure normale induite de Gr par 
f1' et de la restriction a Z de la structure normale a G" dans M(SO(q»; l'application 
y: V ~ M(SO(q» est t-reguliere sur Z, et l'on a W = g-l(Z). Ceci demontre la 
propriete enoncee. 

La fonction T 

Deux applications f, g de V" dans M(SO(q», t-regulieres sur Gq , homotopes, 
definissent des sous-varietes W, W' images reciproques de Gq par f et g qui sont 
L-equi valentes au sens de [5] (iI ne s' agit iei, toutefois, que de varietes homologiques). 
Par suite, les index T(W}, T(W') sont egaux . .Ainsi: a toute classe d'homotopie 
d'applications de V" dans M(SO(q» est attachee de fa90n invariante l'index des 
sous-varietes realisantes. C'est cette fonction 'l qui va nous permettre de definir 
des classes de Pontrjagin rationnelles dans la eohomologie de V. Le resultat 
precedent se generalise legerement comme suit: si V et V' sont deux varietes 
J-equivalentes (done de meme type d'homotopie), Ies ensembles de L-classes de 
Vet V' sont isomorphes, l'isomorphisme de L,,(V) sur L,,(V') etant induit par une 
homotopie-equivalence de V' sur V. Dans ces conditions, deux L-classes homo
logues de V, V' sont realisees par des sous-varietes W, W' qui sont cobordantes dans 
la variete X de bord V' - V; donc 'l(W} = 'l(W'). La fonction Test ainsi un 
invariant pour la c1asse de J-equivalence de V. En partieulier, c'est un invariant 
C011'/JJinatoire pour toute variete triangulee V: en effet, deux varietes triangulees V, 
V' qui admettent des subdivisions isomorphes sont de ce fait J-equivalentes. 

Dans [1], F. Hirzebruch a introduit une fonction T(U, v' .. w) qui attache a 
tout systeme de classes de cohomologie de dimension 2 de V l'index de la sous
variete intersection complete des hypersurfaces duales aux classes u, v'" w. 
Ce systeme de classes definit evidemment une L-classe, et la fonction index 
virtuel de Hirzebruch rentre ainsi dans Ie cas general de la fonction 'l(Lk). Par suite, 
cette fonction est un invariant combinatoire de VI>. On verra plus tard que Ie 
symbolisme de Hirzebruch £Ie generalise au cas combinatoire; on pourra demontrer, 
en consequence, la relation fonctionnelle 

'l(U + v, w) = T(U, w) + T(V, w) - 'l(U, v, U + v, w} 

comme dans Ie cas differentiable considere par Hirzebruch. 
Ceci necessitera une definition generalisee des classes de Pontrjagin a I'aide de 1(1 

fonction T. Nous aurons besoin, dans ee but, d'un lemme de pure homotopic, 
enonce ci-dessous: 

LEMME 2: Soit K un complexe fini, de dimension n, B un complexe fin/;' tel que 
'TTj (B) = 0 pour j < m. Si n < 2m - 2, l'ensemble des applications de K dans B 
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est muni d'une loi d'addition (cohomotopie), et l'ensemble des classes d'applications de 
K dans B forme un groupe aMlien O(K; B). Hi on designe par ~ la classe des groupes 
finis (au sens de d. P. SelTe [4]), alors O(K; B) est isomorphe mod rtl au groupe 
Hom (H*(K; Z), H*(B; Z)). 

Ou encore: G(K; B) ® Q (Q corps des rationnels) est isomorphe au groupe 
Hom (H* (B; Q), H*(K; Q). 

n suffit de demontrer la propriete suivante: Si deux applications f, g de K dans 
Binduisent lememe homomorphismef*,g*; H*(K; Z)-+H*(B; Z), alorsilexiste 
un entier non nul N tel que les multiples N . f et N . g soient homotopes. 

En appliquant la propriete it la difference f - g, on se ramene it demontrer. 
Si une application f de K dans B induit un homomorphisme f * : H *(K; Q)-+ 
H* (B; Q) qui est nul, il existe un entier *0 N tel que N· f soit homotope 
a zero. 

n est clair qu'on peut tout d'abord trouver un multiple g = NI . f tel que 
l'homomorphisme g induit par g sur les x homologies entieres g*; H*(K; Z)-+ 
H*(B; Z) soit nul. Soit T Ie cone sur K. On se propose d'etendre l'application g de 
KaT; on se heurie a des obstructions qui sont des classes de HaH (T, K; 7TiB»~ 
Ha(K; 7Tq(B». Or, d'apres un resultat c1assique en ~-theorie, l'homomorphisme de 
Hurewicz 'lTi(B)---+Hi(B; Z) est un rtl-isomorphisme pour i <2m. Si 'IT(l(B) est 
d'ordre Jini m, toute cIasse obstruction W E Ha(K; 1T,;z{B)) peut etre annulee en 
remplayant l'application g par sa multiple m' g. Si 7Tq(B) n'est pas fini, on lui 
substituelegroupe'G'-isomorpheHq(B; Z); la classe w, image de W EHg(K; 'lTq(B)), 
n'est autre que I'image par g* de la classe fondamentale Hom H,iB); Hq(B))~ 
Hq(B; Ha(B; Z». Par suite, cette image west nulle mod ~,et l'extension est 
possible apres une eventuelle multiplication. 

Nons sommes maintenant en mesure de definir les 
CLASSES ;DE PONTRJAGIN RATIONNELLES. On attache a route variete triangulee 

orienUe V (ainsi qu'a toute varieJe a bord orientee) un SY8teme de classe8 Pi E HIH 
(V; Q), univoquement definie8 par 1es axiomes suivants: 

(1) pO = 1. 
(2) THlllOREME ;DE "DUALITE". Hi W designe une sous-variete de V7I a structure 

normrile orthogonale (de clas8es normales n i , de classes "tangentes" gj)' et si i designe 
l'injection de W dans V; on a: 

(1) i*(1 + 1'1 + P2 + ... PrJ = (1 + '11,1 + '11,2 + ... + nq) U (1 + ql + q2 ••• ga)' 

(3) FORMULE ;DE L'INDEX. Pour toute 'I1ariete trianguUe V4i, on a T(V4i) = 
li(Pi)' 1; polynome (Lj ) de Hirzebruch (cf. [1]). 

Pour demontrer que ces axiomes definissent effectivement des classes Pi' on 
procMe par induction sur l'indice i. Supposons qu'on veuille definir la claBse Pl' 
Sur les varietes de dimension 4, Ia valeur de 1'1 est donnee par l'Axiome 3 = PI E 

H4(M4) = 3 T(M4). On va definir Pl dans les varieMs de dimension >10; on peut 
toujours se ramener a ce cas; en veriu de l'Axiome 2, en effet les classes Pi d'une 
varieM V at celles du produit de V par une sphere sq de grande diinension sont 
les memes. Si Itt dimension n de la variete Vest> 10, on peutaffirmer que l'ensemble 
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L4 des classes d'homotopie d'applications de V" dans M(SO(n - 4» est muni 
d'une structure de groupe abelien, l'addition de deux classes correspondant ala 
reunion des varieres representatives. II existe un homomorphisme canonique k de 
L4 sur H 4(M; Z), a cause du fait, demontre en [5], que toute classe d'homologie de 
dimension 4 d'une variere peut etre realisee par une sous-variere a structure 
orthogonale normale. Soit Z EH4 (M; Z); on realise la classe z par une sous
variere a structure orthogonale normale WI, de nombre de Pontrjagin normal gr 
L'axiome 2 donne alors la valeur de i*(Pl) sur W: 

(2) 

Le second membre de (2) est evidemment un invariant de la L-classe de W, et 
definit par suite un homomorphisme g de L4 dans Z. Pour demontrer que cet homo
morphisme g definit un homomorphisme du groupe H4(M; Z) dans Z il suffit de 
montrer que g s'annule sur Ie noyau y4 de l'homomorphisme k: L4 -+ H 4(M; Z). La 
cohomologie de M(SO(n - 4» comprend: un generateur U en dimension n - 4, et 
un generateur X en dimension n, en coefficients rationnels. II resulte du Lemme 2 
que L4 ® Q est isomorphe au produit H"-4(V"; Q) ® H"(V"; Q); toute classe de 
L4 ® Q est entierement determinee par la donnoo des deux classes images f*(U) et 
f*(X). La premiere de ces classes, f*(U) est duale de la classe d'homologie de 130 
sous-variere correspondante; pour une classe de y4 ® Q, on a f*(U) = 0; par 
suite y4 ® Q est isomorphe a H"(V"; Q). Si V" est connexe, Y ® Q n'a qu'nn 
generateur, qu'on peut aisement expliciter. Dans un simplexe de dimension 
maximum de V", plongeons Ie plan projectif complexe PO(2); nne telle sous
variere est definie par nne applicationf: V"-+M(SO(n - 4», dont void Ie type 
d'homologie: l'applicationf se factorise en V"-+8"-'>- M(80(n - 4)), ou k est de 

h v 
degre 1, et ou l'application 11 a une type d'homologie aise a calculer. La classe 
normale gl de PO(2) plonge dans S" est donnee par la formula classique de dualiM 
soit 0 = 37 + ql et l'on a 11*(X) = cp*(gl) = -3 8 (8 classe fondamentale de 
H"(S")}; donc reX) = -3 V". Sur PO(2), Ie second membre de (2) donne par suite: 

37 + ql(PO(2» = O. 

Le second membre de (2) est donc nul sur Ie noyau Y ® Q, et 130 classe PI est ainsi 
determinee (c'est, en ce cas, un element de Hom (H4(V"), Z». 

Reste a montrer que les classes PI ainsi definies verifient les axiomes 1-2-3. 
Pour 1 et 3, c'est evident. Pour verifier l'axiome (2), considerons une sous-variere 
P de V" a structure orthogonale normale, et soit j l'injection de P dans V, qila 
classe (PI) normale de P dans V. II faut montrer que, si on designe par pP,pv, les 
classes PI de P et V resp., on a : 

(3) 

On prend 1a valeur des deux membres de (3) sur une sous-variereZ4 de P a structure 
orthogonale normale (de classe normale (1)' On obtient: 

37(Z) + (01 + gl) = 37(Z) + Cl + ql 
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en remarquant que Ill. structure normale de Z dans Vest Ie joint de la structure 
normale a. Z dans P par Ill. restriction a. Z de Ill. structure normale de P dans V 
(Lemme 1). 

L'existence des classes PI etant ainsi etablie, on montre par induction sur l'indice 
i I'existence et l'unicit6 des classes Pi' Supposons donc etablie, pour toute variew 
trianguIee, l'existence des classes Pi' j < i. On definira Pi tout d'abord sur les 
varietes V4i de dimension 4i grace a. Ill. formule de l'index (Axiome 3) T( V4i) = 
(l;(pf')' V4i). Observons, de fayon essentielle, que Ie coefficient (rationnel) de Pi 
dans Ie polynome Li de Hirzebruch n'est jamais nul (cf. [1]). 

On determine ensuite les classes Pi dans les variews de grande dimension n > 
4i + 2; on peut toujours se ramener a ce cas en faisant Ie produit de la variete 
par une sphere de dimension assez grande. Comme tout-a.-l'heure, on determine Pi 
d'une variete M en calculant Ia valeur prise par Pi sur une sous-variete XM de 
dimension 4i, a. structure normale orthogonale; on sait en efl'et qu'il existe une base 
de l'homologie rationnelle H4i(M; Q) constituee de sous-variet6s a structure 
normale orthogonale. L'axiome (2) permettra des lors d'evaluer (i*(Pi)' XM> 
en fonction de nombres caracteristiques tangents P;1' •• Pi.{X4i), de nombres 
normanx 1,· ... 1j (X4i), et de nombres mixtes Pi ..• q; (X). II resulte immediate-

1 , 1 1 

ment de cette expression que Ill. valeur prise par i*(Pi} sur X4i ne depend que de la 
L-classe de la sous-varieM X4i, c'est-a-dire de Ill. classe d'applications g : M-)
M(SO(n - 4i» qui definit X4i. De plus, cette expression, definit, par reunion des 
sous-varietes realisantes, un homorphisme du groupe L4i des L-classes dans Ie 
groupe des rationnels Q. 

Pour demontrer que cet homomorphisme definit une classe de cohomologie Pi' il 
suffit de verifier qu'il s'annule sur Ie noyau y4i de l'homomorphisme canonique 
L 4i -)- H4i(M; Q). Avant de verifier ce fait, il nous faut determiner y4t ® Q. 

D'apres Ie Lemme 2, Ie groupe L4i @ Q est isomorphe au groupe 
Hom (H*(M(SO(n - 4i», H*(M; Q)). Or H*(M(SO(n - 4i»)) est l'image par 
l'isomorphisme p* (qui augmente la dimension de n - 4i) de Ia cohomologie de la 
grassmannienne Gn_4j. i.e. une algebre de polynomes S (q1' q2" •• 1i) engendree 
par les classes de Pontrjagin 1; E H4i(G"-4i; Q). Un element de L 4i @'Q est done 
determine, des qu'on s'est donne les images, par l'homomorphisme f* indnit par 
J: M __ M(SO (n - 4i»,detoutesles classes ~*(qi ••. q; ), ou (qi ••• qA) parcourt 

1 S 1 '2 
tous les monomes en q; de poids total <i. En particulier, l'image f*p*(I) donne 
precisement la classe x E Hn-4i(M; Q), duale, par la dualite de Poincare, a. la sous
variew X4t definie par f. Le~ elements du noyau y4i @ Q sont donc caract6rises par 
Ie fait que /*p*(l) = 0, les f*p*(q,· .. '11) pouvant par ailleurs etre des classes 

1 • 

arbitraires de H*(M). On va exhiber un systeme de generateurs pour Ie noyau 
Y4i @ Q; pour tout indica r < i, on formera un sous-groupe Yt de L-classes, tel 
que, si q, , ... ,qj constitue une base des polynomes de poids r (base de H4r(G», 

1 I 
on ait: 

f *(-'-*(q ••• 1) = yt' ..••. E Hn-4i+4f'(M' Q) 
'I' 11' 'i. hJ. 3. ' 

avec 
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si 23m>r 
et !* (CP*(q;l' ••• ,q;,) = Zh" 'j,' 

si 238 < r, les Zi etant des classes de M fonctions des yil"'j, supposees donnes 
8.1' a vancedont nous n' aurons pas a nous preoccuper. n est clair, dans ces conditions, 
que tout element de y4i ® Q est combinaison lineaire d'elements de Yi, on r varie 
de I a i. On va realiser les Yi par des applications! de M dans M(SO(n - 4i» d'un 
type special. 

Applications de type zero 
Rappelons Ie tMoreme de J.-P. Serre [9]: Etant donnee une classe de 

cohomologie y E HlI-4i+lJr(M; Q) (n> 8i + 2), il existe un entiCJ; non nul N tel que, 
pour une application h de M dans la sphere Sn-4iHr de classe fondamentale s, on 
ait h*(s) = N· y. On supposera cetoo application h reguliere sur l'Mmisphere 
Nord N de la sphere sn-4i+4r. On se donne alors une sous-variere Will' de Sn-4·, 
supposee plongee dans l'Mmisphere N. L'image reciproque Z4i = h-l (W4,.) est 
alors Ie produit topologique de l'image reciproque h-l(O) = VlJi-4r par W4r. La 
projection r de Z4i sur V4i-4,. peut etre definie par un systeme de trajectoires 
orthogonales a la fibration definie par l'application h, et, dans la decomposition de 
Kiinneth de Ia cohomologie de Z4i, H*(Z4i) = H*(VlJi-4,.) ® H*(W4r), on peut 
ecrire, pour toute classe y de H*(V4i-4,.), r*(y) = y ® 1. Designons alors par i et 
j les injections de V4i-4,. Z4i, dans M. L'injectionj peut se factoriser en: 

Z4i .ih;-l (N).!.M, 

et l'image reciproque h-1(N) est homeomorphe au produit h-l(O) X N; l'application 
r : Z4i __ V se prolonge en une retraction par deformation r: k-1(N) __ V4i-4r. 

II en resulte que, pour toute classe x E H*(M), on a j*(x) = k*(u*(x)), avec 
u*(x) = (r*)(i*(x». COIDme k*(r*) = (r*) il vientj*(x} = i*(x) ® l. 

La sous-variere W4r etant differentiablement plongoo dans Sn-4i+4", i1 existe une 
application (f : Sn-4i+IJ" __ M(SO(n - 4i», tene que l'image reciproque par g 
de la grassmannienne G .. _4i plongee dans M(SO(n - 4i» soit la sous-variere Wilr. 
D'on resulOO, par composition: 

h g 
M __ Sn-4£+4r __ M(SO(n - 4i» 

une application! de M dans M(SO(n - 4i); la L-classe associee sera diOO L-classe 
de type zero. On va montrer que sur la sous-variew ZM =!-1(Gn_ 4i) associeea 
une L-classe de type zero, on a 

Designons par 2;c; la classe de Pontrjagin tangenoo de W4r. La classe de Pontrjagin 
du fibre des vecOOurs normaux est alors donnee par: 
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Designons par Iqz la classe de Pontrjagin de Z4i' par IPi celIe de M. La sous
varieM Z4i de M est homologue a zero dans M, car elle est homologue a zero dans 
k-1(N) = N X V4(i-r). II faudra done montrer que la valeur de Ill. classe j*(Pi) sur 
Ie cycle fondamentaI de Z4i est nulle. 

Orj*(pi) est donnee par l'Axiome (2): 

(II) Ij*(Pk) = Ii q; lIm cm• 

Pour k < i, on sait que les classes Pk existent, et, par suite, j*(Pk) = i*(Pk) ® 1. 
On aura done j*(Plc) = 0 pour i - r < k < i, (car i*(x) est une classe de 
H*(V4i-4r». Apres avoir chasse Ie denominateur, at supprime les termes de degre 
>4i, (II) donne: 

(4) j*(Pi) = I qj - (1 + j(Pl) + j(P2) + ... + j(Pi-r)' k*Im em' 

La relation (4) est supposee par induction valable pour les termes de degre <4i; 
il suffit done de montrer que, si ron porte dans (4) la valeur de qi donnee par la 
formule de l'index, alors la composante de degre 4i du second membre de (4) 
s'annule sur Ie cycle fondamental de Z4i. On suppose dans ce but que W4r et 
V4i-4,. sont connexes; ce n'est pas une restriction, car on peut toujours-dans ce 
calcul-se limiter a une composante connexe de V'thtr, et W4r sera toujours 
prise connexe. 

On supposera nul Ie premier membre de (4), et on en deduira Ill. valeur de qi; 
on obtient: 

Cette relation est equivalente a celIe obtenue en appIiquant Ie "foncteur multi
pIicatif" 1 (au sens de F. Hirzebruch): 

En appliquant au cycle fondamental de Z4i = V4(i---r) X W4r, et en remarquant 
que j*(p;) = i*(p;) ® 1, et que les classes i*(p;), sont, pour j < i - r, les 
classes de Pontrjagin de la varieM V4(i-r), 

soit 

(li(qS)' Z4i) = (j*Z'-r(Pi) . k* lAc".), Z4i) 

= (li-,.(Pr> . k* lr(cm), Z4i) 

= (li-r(PJ)· V4<i-r» (l,.(cm) W4r) 

T(V4(i---r» • T{W4r) = 7{Z4i). 

La valeur de l(q;) est done precisement celIe que donne Ill. formule de l'index, 
puisque Z4i est homeomorphe au produit V4(i-r) X W4r. Nous avons done bien 
verifie que (j*(Pi)' Z4i) est nul, propriete que nous devions demontrer pour 
toute L·classe de type zero. 

11 reste a verifier qu'on peut engendrer tout Ie noyau Y i ® Q avec des L-classes 
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de type zero. On Ie voit comme suit: Rappelons d'abord que, si l'on associe a tout 
monome de poids r P i

1
' - • Pi. un rationnel mil'" ;.' il existe toujours un entier 

non nul N tel que les entiers N . mil" 'i, soient les nombres earacteristiques 
(tangents ou normaux) d'une varieM WM; on peut realiser W4,., par exemple, comme 
une somme de produits d'espaces projeetifs complexes de dimension (complexe) 
paire (cf. [I]). Cela etant, supposons qu' on veuille construire explicitement une 
L-classe de M verifiant les relations: g*cfo*(pi

1 
- •• Pi.) = mil' "i, . y, OU les images 

g*cfo*(Plt' .• Pi) sont toutes multiples d'une meme classe Y E Hn-4i+4'" de M. On 
realisera la classe y (ou une classe multiple N 1 . y) comme image de la classe 
fondamentale d'une sphere8n-4i+4"., puis on plongera dans8n -4i+4r une sous-variew 
WM dont les nombres caracMristiques normaux P;1 ..• Pi. sont proportionnels aux 
rationnels mil'" i.' On aura ainsi defini une L-classe repondan~a un facteur entier 
pres--aux conditions demandees. Cette L-ciasse est de type zero, et il est clair que 
tout element de Yi est combinaison lineaire a coefficients rationnels de classes de 
cette forme. Nous etablissons ainsi que les classes de type zero engendrent tout Ie 
noyau y4i. Ceei demontre done l'existenee des classes Pi- n reste a demontrer que 
ces classes Pi satisfont aux Axiomes 1, 2, 3; Ia seule demonstration non triviale est 
relative a l' Axiome 2; elle est entierement analoque a celle donnee pour la classe PI> 
aussi nous ne la repeterons pas ici. 

Nous avonsexpliciw la demonstration precedente dans Ie seul cas, ou M est une 
variew compacte; si M est une varieM a bord, de bord V, on doit remarquer que la 
cohomologie H4i(M) et l'homologie H4i;(M) (homologie singuliere des chaines finies) 
sont des espaces veetoriels duaux sur les rationnels. n suffit donc de realiser les 
classes de H4i(M; Q) par des sous-variews a structure normale orthogonale; on 
est ainsi ramene it. etendre la theorie de la realisation des classes au cas des vari
etes a bord, ce qui ne fait aucune difficulw: les Loclasses d'une variete a bord M, 
de bard V, correspondent biunivoquement aux classes d'homotopie des applica
tions de M dans Ie complexe M(80(n - 4i)) qui envoient Ie bord V sur Ie point "a" 
compactifiant de M(80(n - 4i)). 

n resulte de la demonstration precedente que les classes Pi sont determinees 
exclusivement et univoquement a partir de la fonction ,. associee a toute L-classe. 
n en resulte que les classes Pi (en coefficients ramonnels) de denx variews J
equivalentes V et V'se correspondent par la J-equivalence. En particulier, S1 V et 
V' sont deux complexes simpliciaux isomorphes, leurs classes Pi se correspondent 
par cet isomorphisme (invariance combinatoire des classes de Pontrjagin). 

Soit V une variete (topologique) triangulee; elle admet de ce fait des classes 
Pi; si V admet une structure differentiable (8) pour laquelle 1a triangulation donnee 
est differentiable (i.e., les simplexes sont des sOllS-varietes differentiablement 
plongees), alors les classes de Pontrjagin de la structure (S) sont les classes Pi de 1a 
structure "differentiable par morceaux" associee a 1a triangulation; ces classes 
sont alors des classes entieres. Nous obtenons done ainsi: 

THlflOREME. Paur qu'une variete V, differentiable par marceaux, puisse &re munie 
d'une structure differentiahle globale qui induise la str'ucture iliff. par morceaux 
ilonnee, it fam que 1es classes P. a880ciees 80ient des classes entieres. 
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Relations avec la Hauptvermutung 
Soient K, K' deux complexes simpliciaux, f : K -+ K' un homeomorphisme de 

K sur K'. On peut alors donner a Ill. Hauptvermutung de Ill. topologie les deux 
formes suivantes: 

Forme faible. Les complexes K et K' presentent des subdivisions simpliciales 
isomorphes. 

Forme forte. Les complexes K et KI presentent des subdivisions simpliciales 
isomorphes, et l'homeomorphisme g defini par cet isomorphisme est arbitrairement 
voisin de f. -

Si l'on admet Ill. forme forte de Ill. Hauptvermutung, il en resulte que deux 
varietes V, VI differentiables at homeomorphes admettent des subdivisions 
simpliciales diff plongees isomorphes, et l'isomorphisme entre polyedres est 
arbitrairement voisin de l'homeomorphisme donne; dans ces conditions, les classes 
de Pontrjagin de Vet VI se correspondent par cet homeomorphisme. En admettant 
donc Ill. Hauptvermutung sous sa forme forte, on en conclut que les classes de 
Pontrjagin, prises a coefficients rationnels, sont des invariants topologiques de Ill. 
variete. 

Si on admet seulement Ill. forme faible de Ill. Hauptvermutung, on peut seulement, 
affirmer l'invariance des classes PiE H'li( V; Q) modulo un automorphisme de la 
variete V. 

Soit V une variate polyedrale; et soient Pi E H4i(V; Q) ses classes de Pontrjagin: 
supposons que V admette par ailleurs une structure differentiable, meme sans 
aucun rapport avec Ill. triangulation initiale. La Hauptvermutung (forte ou faible) 
permet alors d'affirmer que les classes de Pontrjagin (rationnelles) de ces deux 
structures se correspondent; donc les classes Pi de Ill. structure triangulee sont des 
classes entieres. 

EXEMPLES. Designons par B(h, p) Ie fibre de base S4, fibre sa admettant pour 
invariant de Hopf h, pour nombre de Pontrjagin P1(S4) = p. Si h = 0, Ie fibre 
admet une section, et B(O, p) a meme cohomologie que Ie produit S4 X sa; Ill. 
classe PI de cette variete est alors p • 8 4 ; on peut par suite affirmer que les fibres 
B(O, p) et B(O, p'), ou p differe de p' sont combinatoirement distincts. 

J. Milnor a montra recemment [2J que les fibres B(l, p) (p = I mod 2) sont tous 
isomorphes a Ill. sphere S7, l'homeomorphisme ne pouvant toutefois pas, dans 
certains cas, etre rendu differentiable. En ajoutant au "mapping cylinder" du 
fibre B(l, p) une boule de dimension 8dontle bord87 s'identifie aB(I,p), J. Milnor 
obtient une variete trianguIee K8 dont Ill. seconde classe de Pontrjagin P2 n'est 
pas, en general, une classe entiere. Si l'on admet la Hauptvermutung, cette variete 
ne peut par suite etre munie d'aucune structure differentiable globale. On voit 
ainsi que Ie conjecture--communement admise-: "Toute variete polyedrale peut 
etre munie d'une structure differentiable globale" est contradictoire avec Ill. 
Hauptvermutung, meme sous forme faible. 

GENERALISATION AUX FIBRES. Soit E un polyedre, p une application de E sur un 
polyedre B; on suppose l'application p homoIogiquement localement triviale, Ill. 
fibre p-I(x) ayant Ill. cohomologie de l'espace euclidien BE (l'image reciproque 
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p-l(U) de tout ouvert U assez petit a meme cohomologie que Ie produit U X BK). 
Supposons B plongee dans nne variete it. bord Y dont Best retracte par 
deformation; alors Ia retraction r : Y -+ B definit un fibre induit de JfJ, Q sur Y; Q est 
egalement une varieM it. bord contenant Y comme sous-variere; on a dans Q et Y 
des classes de Pontrjagin; la formule de "duaIiM" de l'Axiome 2 permet alors de 
definir dans Ia cohomoiogIe de Y des classes de Pontrjagin normales Q1' On peut voir 
aisement que les restrictions it. H*(B) de ces classes q; sont independantes de la 
variere it. bord Y choisie; on pourrait prendre en particulier un voisinage de B pour 
un plonguement rectilineaire de B dans un espace euelidien de dimension assez 
grande. Les classes qj ainsi de;finies (a coefficients rationnels) sont des invariants 
combinatoires de l'application fibree p : JfJ -+ B. 8i cette fibration admet SO(k) 
pour groupe de structure, on retrouve les classes de Pontrjagin de Ia fibration au 
sens usuel. 

STRASBOURQ UNIVERSITE 

8TRASBOURQ, FRANCE 

BmLIOGRAPHIE 

1. F. HIRZEBRUCH. Neue topologisohe Methoden in der albegraisohen Geometrie, Springer, 
1956 (Ergebnisse der Math. Heft. 9). 

2. J. MlLNOR. On manifolds homeomorphic to the 7-sphere Ann. of Math., 69 (1956), pp. 399-
405. 

3. A. SARD. The mOO8Ure of the critical values of differentiable map8. Bull. Amer. :Math. Soo., 
48 (1942), pp. 883-890. 

4. J.-P. SERElll. Groupes d'homotopie et classes de groupes aMliens, Ann: of Math., 58 (1953), pp. 
198-231. 

5. R. THOM. Quelques propriUes globales des variete8 diffeTentiables. Co=ent. Math. Helv., 28 
(1954) pp. 17-85. 

6. J. H. C. WmTEHEAD. On a1-complexes. Ann. of Math., 41 (1940), pp. 809-824. 


