LES CLASSES CARACTERISTIQUES DE PONTRJAGIN
DES VARIETES TRIANGULEES

Par R. Teom

Avant de nous occuper des variétés polyédrales, il nous sera utile de généraliser
quelque peu la notion de polyedre. Introduisons dans ce but la notion d’“‘espace
différentiable par morceaux.”

Structure différentiable par morceaux

Un espace I est dit ““différentiable par morceaux” de classe O™ s’il peut
&tre défini ainsi qu’il suit: on se donne des ouverts U® d’espace euclidien R*, n
variable, et une famille d’applications différentiables de classe O™ g,,: U%— U%;
dans ces conditions, B est le quotient de la réunion U = U, U, des U, par les
relations d’identification définies par les applications g,; (ou un sous-espace de ce
quotient).

Sur un tel espace différentiable par morceaux, on a la notion de fonction réelle
de classe O™ (et méme la notion de forme différentielle). La notion de dérivée
partielle d’une fonction peut étre définie dans chaque ouvert U,; il en résulte
qu’on peut parler, sur &, de espace D™ des fonctions de classe O™, muni de la
topologie définie par I'écart sur les dérivées partielles d’ordre 7 (r < m). De méme
pour les applications de E dans un espace euclidien. Tous ces espaces sont métriques
complets, done de Baire.

11 importe de dire tout de suite que, si on n’impose aucune condition aux
relations d’identification g, 4, 'espace ¥ a toutes chances de se trouver muni d’une
topologie fortement dégénérée, en général non séparée. De ce fait, il n’est pas
impossible qu’il n’existe sur B d’autres fonctions différentiables que les constantes.
D’ailleurs, certains espaces de ce type s’introduisent dans Pétude des feuilletages
de variétés, commme quotients des structures feuilletées.

Nous ferons sur les espaces & des hypothéses assez restrictives:

(1) Les applications g, sont des injections, partout de rang maximum; il suffira de
se donner des applications g, : U™E_». %, les autres 8’en déduisant par transitivité.

(2) On suppose que Pintersection de deux U?% est contenue toujours dans une
réunion de U" 1 de dimension inférieure.

(3) Hypathase de position générale. Soient g : U5 — Uy, UY' — U} deux injections;
si U2 n’est pas contenu dans U%, alors les images g(U%), g(U%’) sont des sous-
variétés de U qui se coupent en tout point commun en position générale: En un
point @ commun & g(U%), g(U%') les plans tangent & ces sous-variétés se coupent
suivant un g-plan dont la codimension (par rapport & UJ) est somme des
codimensions de g(U%), g(U%'). Ce g-plan est d’ailleurs le ¢-plan tangent au U d’inter-
section auquel appartient . De méme pour Vintersection de plusieurs g(U%)
incidents & un méme U”. ’
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Il est clair qu'un complexe simplicial K est susceptible d'une définition de
cette espéee: il suffit d’attacher & toub p-simplexe s, une boule ouverte B, le
contenant rectilinéairement; on prend pour K la portion de V'espace & obtenue &
partir des B, par identification en ne conservant, pour chaque B,, que la portion
d’espace intéricure & s . Finalement, les espaces que nous considérons “généralisent’’
les polyédres au sens suivant: les “cellules” U ne sont pas nécessairement homo-
logiquement triviales; ce sont seulement des variétés & bord (connexes paracom-
pactes) dont le bord peut présenter des singularités du type suivant: les cellules
qui composent le bord se coupent dans U en position générale. .Bien entenduy, les
espaces ainsi obtenus sont encore des polyedres, en vertu des théorémes généraux
de triangulation des variétés différentiables (J. H. C. Whitehead [6)).

On va étendre aux applications différentiables de polyédres les théordmes de
régularisation connus pour les variétés. Enongons dans ce but un Lemme,

LEMME DE POSITION GENAZRALE. Soit () un ensemble de plans de R* {considéré
comme espace affine); on suppose que les plans de (@) se coupent en position générale.
Soit F une fonction réelle sur @, de classe C™ sur chacun des plans de (G); alors F est
la restriction & (Q) dune fonction F, de classe O™ sur RB™.

L’extension de la fonction F en F'; va se démontrer par induction sur le nombre r
des plans qui composent (G). Pour r = 1, la propriété est presque évidente: on
forme un voisinage tubulaire 7' du plan X, de rayon g, et on définit une réfraction
différentiable p : T— X sur le plan X; désignons par g(«) une fonction de classe
C®, décroissant de 1 & 0 lorsque # croit de 0 & a. Pour tout point x extérieur & 7T,
on posera F(x) = 0, pour un point x de T situé & la distance » de X, on posera
F(x) = g(u)F(p(x)). Si les dérivées d¥g/(du)* ont été supposées nulles pour u =0
ot u = a, alors la fonction F; est de classe O™ et répond & la question.

Supposons le lemme établi pour un systéme (G4) de (r — 1) plans, eb soit (X)
un plan qu’on ajoute & (Gy). Le plan (X) coupe par hypothese tout plan de (G4) en
position générale; on pourra par suite définir sur un voisinage de (X) une métrigne
riemannienne pour laquelle tout plan de (G;) coupe (X) orthogonalement; grice a
cette métrique, on définira un voisinage tubulaire 7' de (X), de rayon géodésique o,
et une rétraction différentiable normale p: 77— X, telle que p(TN Y)=T n X
pour tout plan ¥ de (G,). Soit fla fonction donnée sur (G) = (¢,) U X; par in-
duction il existe une fonction F, de classe 0™ sur B?, qui coincide avee f sur (¢);
formons sur (X) la fonction » = f — F; v, de classe O™, est nulle sur I"intersection
@, N X. On applique alors la construction précédente 4 la fonetion v pour X seul;
comme la rétraction p conserve (G4), on obtient une fonction w = g(u(z)) - v(p(x}))
de classe C™, qui est nulle sur (¢4). Par suite la somme

F,=F+w

répond bien & la question.

ReMarqUE. L’hypothése que les plans de (G) se coupent en position générale
joue un rble absolument essentiel dans cette démonstration. On obtiendra un
contre-exemple trés simple en prenant pour (@) trois droites concourantes du plan,
par exemple les axes Oz, Oy et la premitre bissectrice » = y. Une fonction f
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dérivable sur ces trois droites n’est la restriction d’une fonction différentiable du
plan que si les dérivées de f le Iong de ces trois droites en 0 satisfont & une relation
linéaire évidente.

Point régulier; valeur réguliére d’une application

Soit f une application de classe C d’une polyddre K dans I'espace euclidien RF;
on dira qu’un point = est régulier pour Papplication f si, pour toute cellule U
contenant z, I'application f, restreinte & U, admet en & un point régulier, i.e., un
point ot le rang de f est égal & k.

11 résulte de cette définition que fous les points du squelette de dimension
{E — 1) sont néeessaivement non réguliers.

Une valeur y € R* de f sera dite régulidre si Pimage réciproque f—(y) ne contient
que des points réguliers (on aucun point!).

TaforitMr DE SARD. Si un complere K est de dimension n, ¢t si K ne comporte
quw’une infinité dénombrable au plus de cellules, toute application f de K dans R*
n’admet de valeurs non régulidres que sur un ensemble de mesure nulle de R®, dés que
sa classe m esi Zn — & + 1.

Généralisation immédiate du théordme classique [3].

THEOREME DE LA FIBRATION. Soit f une application de K dans R®, réguliére sur un
point O de BE ainss que sur tout point d'une boule ouverte U de centre O, de rayon r.
8¢ Capplication [ est de plus propre sur U (i.e., Uimage réciprogue de tout compact est
un compact), alors Uapplication f définit une fibration de f—(U) sur U.

On construit dans f~{U) un champ de k-plans fransverses aux images réciprogues
(), et ceci dans chaque cellule Z; de K. Une telle construction est évidemment
possible pour toute cellule Z, du k-squelette; en effet Z, N f~(U) est appliqué par f
avee rang maximum sur U, et le k-plan transverse est évidement, en tout point
de Z, 0 fU}, le plan des vecteurs tangents & Z.

Supposons construit le champ H de k-plans transyerses sur le (r — 1)-squelette
K= i] faut montrer que la prolongation de H est possible de fagon différentiable
sur le r-squelette. Soit Z, une r-cellule; sur Z,_ N f~YU) les coordonnées u,, ,, * - +,
%, de U peuvent étre prises comme fonction coordonnées; par suite, en tout point
z de Z, 0 f~YU) Vensemble des k-plans transverses est représenté, dans une carte
locale (uy, * -+, Uy, v, * * * , ¥,_;) par tous les systémes linéaires de la forme:

vy =Y odug

C’est done un espace vectoriel de coordonnées af, de dimension % - (r — k). L’en-
semble des k-plans transverses aux images réeiproques constitue done un fibré sur
Z, 03 fYU), & fibre vectorielle. Une section de ce fibré nous est déja donmée sur le
bord Z, par le champ H; la fibre étant contractile, la section peut se prolonger de
fagon continue sur tout Z, N fYU). Par ailleurs, en vertu du lemme de position
générale, ce prolongement pourra s’effectner de fagon différentiable sur un voisinage
du bord, done partout.

On a ainsi établi Iexistence, dans f~(U), d"un champ H de Z-plans transverses
auximagesréeiproguesf —1(y). Ce champn’est pas, engénéral, intégrabledans chaque



LES CLASSES CARACTERISTIQUES DE PONTRJAGIN DES VARIATRS TRIANGULAES 57

Z,; il peut néanmoins servir 4 définir des transversales par le procédé smivant:
A tout point y de U associons la. demi-droite Oy; dans toute cellule Z, Pimage
réciproque f—{0y) est une sous-variété de dimension r — k - 1; dans cette sous-
variété, le champ H définit un systéme de trajectoires différentiables H,; ce systéme
de trajectoires transversales H, permet de définir un homéomorphisme de f-1(0)
sur f-(y) (ear, puisque f est propre, f~1(0y) est compact, et toute trajectoire peut
étre prolongée de fH0) a f(y)). L’homéomorphisme h, ainsi défini dépend
continuement de y et permet de définir un homéomorphisme global & de f~4U)
sur U X f~Y0), ce qui démontre le théoréme.

Etant donné un polyedre K on montrera, comme dans [5], qﬁe Pensemble des
applications f: K- R* qui n’admettent pas un point donné comme valeur
réguliére forme un sous-ensemble rare de L(K; R, m) pourvu que m soib assez
grand (maigre, si K est infini paracompact.)

Applications ¢-réguliéres sur une sous-variété

Soit N une sous-variété diff. plongée d’une variété M?; si N est de codimension
g, on peut supposer N définie par un systéme de cartes locales du type U — R;
comme dans [5], un point x € K est i-régulier sur N si Papplication composée
g ° f(z)— R? admet z pour point régulier; Papplication f de K dans M est
t-régulidre sur la sous-variété N si tout point de Pimage réciproque f-1(N) est
t-régulier sur N.

Comme dans [5] on montera que ’ensemble des applications f de K dans M non
t-régulidres sur N est un fermé rare de L(K, V; m) si K est compact et m assez
grand (maigre si K est dénombrable. .).

REMARQUE. On sait que si f est une application simpliciale de K sur K’, Vappli-
cation f définit une fibration locale sur I'intérieur de tout simplexe de dimension
maximum de K’. Le théoréme de fibration est done connu pour les applications
simpliciales mais il parait difficile d’adapter la notion de “f-régularité” au cadre
des applications simpliciales. C’est ce qui justifie Pintroduction des structures
différentiables par morceaux.

Variétés friangulées

Par variété triangulée, on entend un polydédre qui est homologiquement une
variété de dimension n: i.e., les nombres de Betti locaux autour de chague point
sont ceux de la n-boule ouverte. Il n’est done pas nécessaire que le voisinage de
tout point soit une boule topologique.

I'mage réciprogue &’une valewr réguliére. Soit V" une variété triangulée de dimen-
sion n, f: ¥ — B* une application régulitre sur 0. L’image réciproque f—{0) est dans
ces conditions une variété triangulée de dimension (n — k).

Ceci résulte du fait qu’on peut trouver pour tout point & un systéme fondamental
de voisinages qui soient la fois saturés pour les images réciproques f~\(y), et un
systéme de transversales (H). En vertu des théorémes classiques sur les fibrations
d’espaces euclidiens, la fibre est une sous-variété homologique de dimension
(n — E). (ILimporte de remarquer gn’on peut définir en x une famille fondamentale
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de voisinages du type ci-dessus qui sont homéomorphes: ceci résulte du fait que
S {y) est un polyddre, donc tout point z a un voisinage conique dans f~1(y); ce qui
a pour effet que ces voisinages ont méme cohomologie que la limite induective,
done celle de Vespace euclidien EF).

Ce résultat se généralise immédiatement aux images réciproques par des applica-
tions t-régulieres. On a:

i une application f : V*—> M?® est t-régulidre sur la sous-variété N de codimension
q, Vimage réciproque f1N) est une sous-variéié homologique de codimension q.

Ce résultat s’6tend également aux variétés & bord: si Q" est une variété & bord
triangulée, de bord V, et si f: Q" est {-régulitre sur N < M, Vimage réciprogue
par f de N est une sous-variété & bord homologique X, de codimension g, dont le
bord Y est une sous-variété ¥ de V, de codimension ¢ (également homologique).

Nous allons maintenant définir entre variétés triangulées une relation d’équi-
valence qui généralise quelque peu la notion d’équivalence combinatoire.

DaFinrTioN. Variéiés J-équivalentes. Deux variétés triangulées V, V" seront dites
J-équivalentes si: (1) Elles ont toutes deux méme type d’homotopie (T}; (2)
Elles sont cobordantes et il existe une variété & bord triangulée @ admettant pour
bord VU V' (V — V' si ¥V et V' sont orientées), dont le type d’homotopie est
{1, et telle que les injections ¢: V—Q, ¢’ : V— soient des homotopies-équi-
valences.

Dans ces conditions, chacune des variétés V, V' est rétracte par déformation de
@; la construction usuelle faite sur les variétés cobordantes montre qu’on a bien 13
une relation d’équivalence; il y a transitivité. On ne connait pas d’exemple de
variétés ayant méme type d’homotopie qui ne soient pas cobordantes; par contre,
il existe des variétés (de dimension 7) qui ont méme type d’homotopie, mais ne
satisfont pas & la condition (2), et ne sont done pas J-équivalentes,

DiFmrTIoN. Sous-variéiés & structure orthogonale. On dira qu'une sous-variété W
de V", de codimension ¢, est & structure orthogonale normale, 8’il existe une
application. f de V dans le complexe M(SO(q)), i-réguliére sur la grassmannienne
@, telle que W soit 'image réciproque par f de la grassmannienne &,

Une sous-variété & structure normale orthogonale admet des classes caractér-
istigues normales (de Stiefel-Whitney et de Pontrjagin), images par f* des classes
corresopndantes de la grassmannienne & . Dans le cas ou V* est différentiable,
ainsi que f, ces classes sont les classes caractéristiques du fibré desvecteurs normaux.
Dans le cas généralisé des variétés triangulées, il n’y a plus de fibré des vecteurs
normaux au sens strict. Le plongement & structure normale orthogonale jouit de
plus de la propriété de transitivité énoncée dans le lemme:

LEMME 1. Soit P?~? une sous-variéié & siructure normale orthogonale de lo variété V*,
W~ ume sous-wariélé & structure orthogonale normale de P™7; dans ces conditions,
Wn~4=7 g5t une sous-variété & structure orthogonale normale de V*, ef cette structure o
mémes closses caractéristiques que le “joint” (ou sens de Whitney) de lu structure
normale de W dans P por la resiriction & W de la structure normale de P dans V.

Solent f: P—>M{SO@)), g: V-—> M(SO(g)) les applications qui définissent
W = fYG,), P==gYG). On peut supposer que I'application g plonge biunivo-



LES CLASSES CARACTHERISTIQUES DE PONTRIAGIN DES VARIETES TRIANGULEES 59

quement P dans G, de telle fagon que des plans tangents & des cellules incidentes
se coupent en position générale. I’ application donnée f : P — M(SO(r)) se prolonge
différentiablement & un voisinage U de g(P) dans G,; soit f; ce prolognement
J1: U— M{80(r); on peut supposer f; {-réguliére sur G, puisque f; Uest, restreinte
& P; alors I'image réciproque par f; de G, dans U est une sous-variété Z de
codimension r dans U, donc de codimension (g -}- r) dans M(SO(g)). La structure
normale de Z dans M (S0(g)) est le joint de la structure normale induite de G, par
f1» et de Ia restriction & Z de Ia structure normale 3 G, dans M(S0(g)); I'application
g: V— M(80(q)) est ¢-régulidre sur Z, et Pon a W = g(Z). Ceci démontre la
propriété énoncée, '
La fonction =

Deux applications f, g de V™ dans M(SO(g)), t-régulidres sur ¢, homotopes,
définissent des sous-variétés W, W' images réciproques de @, par f et g qui sont
L-équivalentes au sens de{5] (il ne s’agit ici, toutefois, que de variétés homologiques).
Par suite, les index (W), «(W’) sont égaux. Ainsi: & toute classe d’homotopie
d’applications de V* dans M(S0(g)) est attachée de fagon invariante ’index des
sous-variétés réalisantes. C'est cette fonction = qui va nous permettre de définir
des classes de Pontrjagin rationnelles dans la cohomologie de V. Le résultat
précédent se généralise légérement comme suit: si V et V' sont deux variétés
J-6quivalentes (donc de méme type d’homotopie), les ensembles de L-classes de
V et V' sont isomorphes, I'isomorphisme de Ly(V) sur L,(V’) étant induit par une
homotopie-équivalence de V' sur V. Dans ces conditions, deux L-classes homo-
logues de V, ¥’ sont réalisées par des sous-variétés W, W’ qui sont cobordantes dans
la variété X de bord ¥V’ — V; done (W) = +(W’). La fonction + est ainsi un
invariant pour la classe de J-équivalence de V. En particulier, ¢’est un invariant
combinaioire pour toube variété triangulée V: en effet, deux variétés triangulées V,
¥V’ qui admettent des subdivisions isomorphes sont de ce fait J-équivalentes.

Dans [1], F. Hirzebruch a introduit une fonction +{u, v - - - w) qui attache &
tout systéme de classes de cohomologie de dimension 2 de ¥ I'index de Ia sous-
variété intersection compléte des hypersurfaces duales aux classes u, v+ --w.
Ce systéme de classes définit évidemment une IL-classe, et la fonction index
virtuel de Hirzebruch rentre ainsi dans le cas général de la fonetion 7{L,). Par suite,
cette fonction est un invariant combinatoire de V*. On verra plus tard que le
symbolisme de Hirzebruch se généralise au cas combinatoire; on pourra démontrer,
en conséquence, la relation fonctionnelle

7w -+ v, w) = v(u, w) + 7, w) — 7y, v, v + v, w)

comme dans le cas différentiable considéré par Hirzebruch.

Ceci nécessitera une définition généralisée des classes de Pontrjagin & P'aide de Ia
fonetion 7. Nous aurons besoin, dang ce bubt, d’un lemme de pure homotopie,
énoneé ci-dessous:

Levue 2. Soit K un complexe fini, de dimension n, B un complexe fini tel que
w; (B) = 0 pour §j <m. Si n < 2m — 2, Vensemble des applications de K dans B
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est muni d'une loi & addition (cohometopie), et 'ensemble des classes d’applications de
K dans B forme un groupe abélien G(K; B). i on désigne par € la classe des groupes
finis (au sens de J. P. Serre [4]), alors G(X; B) est isomorphe mod € aw groupe
Hom (H4(K; 2), H,(B; 2)).

Ou encore: G(K; BYRQ (@ corps des rationnelsy est isomorphe auw groupe
Hom (H* (B; @), H*(K; Q).

11 suffit de démontrer la propriété suivante: Si deux applications f, g de K dans
B induisent le méme homomorphisme f,, g,; H,(K; Z)— H,(B; Z), alors il existe
un entier non nul N tel que les multiples IV - f et N - g soient homotopes.

En appliquant la propriété & la différence f — g, on se raméne & démontrer.
Si une application f de K dans B induit un homemorphisme f, : H (K; Q)
H, (B;Q) qui est nul, il existe un enfier 20 N tel que N -f soit homotope
4 zéro.

Il est clair qu’on peut tout d’abord trouver un multiple g = N, - f tel que
Phomomorphisme ¢ induit par g sur les & homologies entiéres g, : H (K; Z)—
H,(B; Z) soit nul. Soit 7' le cone sur K. On se propose d’étendre Papplication g de
K 4 T'; on se heurte & des obstructions qui sont des classes de H* (T, K ; w,(B)) o2
H,(K; w(B)). Or, @aprés un résultat elassigue en ¥-théorie, ’homomorphisme de
Hurewicz w(B)— H{B; Z) est un %-isomorphisme pour ¢ < 2m. Si w,(B) est
d’ordre fini m, toube classe obstruction w € HYK; w,(B)) peut étre annulée en
remplagant Vapplication g par sa multiple m - g. 8i 7 (B) n’est pas fini, on lui
substitue le groupe %-isomorphe H (B; Z); la classe %, image de w € HYK; 7 (B)),
n’est autre que 'image par g* de la classe fondamentale Hom H (B); H (B)) ==
HYB; H,(B; Z)). Par suite, cette image @ est nulle mod %, et I'extension est
possible aprés une éventuelle multiplication.

Nous sommes maintenant en mesure de définir les

CLASSES DE PONTRIAGIN RATIONNELLES. On altache & fouie variété triangulée
orientée V (ainsi quw'a toute variété & bord orientée) un systéme de classes p; € H®
(V' @), univoquement définies par les axiomes suivanis:

NHp=1

(2) TrorkME pE “DUALITE”. 8i W désigne une sous-variété de V™ & structure
normale orthogonale (de classes normales n;, de classes “Tangentes” q;), et si i désigne
Pingection de W dons V; on a:

@) *A+p+petcp)=0+nt A n)Ud + g+ g0 g

(3) ForMuLE bE L'INDEX. Pour foule wariélé iriangulée V¥, on a =(V¥)=
L), 1; polynome (L) de Hirzebruch (cf. [17).

Pour démontrer que eces axiomes définissent effectivement des classes p,;, on
procéde par induction sur indice ¢. Supposons qu’on veuille définir la classe 4.
Sur les variétés de dimension 4, la valeur de p, est donnée par 'Axiome 3 =p; €
HY M%) = 3 7(M*%). On va définir p, dans les variétés de dimension >10; on peut
toujours se ramener & ce cas; en vertu de I’Axiome 2, en effet les classes p; d’une
variété V et celles du produit de V par une sphére 8¢ de grande dimension sont
les mémes. Sila dimension # de 1a variété ¥ est >10, on peut affirmer que 'ensemble
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L, des classes d’homotopie d’applications de V* dans M(SO(n — 4)) est muni
d’une structure de groupe abélien, Paddition de deux classes correspondant & la
réunion des variétés représentatives. Il existe un homomorphisme canonique & de
L, sur H,(M; Z), & cause du fait, démontré en [5], que toute classe d’homeologie de
dimension 4 d’une variété peut étre réalisée par une sous-variété & structure
orthogonale normale. Soit z € H, (M ; Z); on réalise la classe 2 par une sous-
variété & structure orthogonale normale W*, de nombre de Pontrjagin normal ¢.
L’axiome 2 donne alors la valeur de ¢*(p,) sur W:

(2) *(pg) =37(W) + ¢,

Le second membre de (2) est évidemment un invariant de la L-classe de W, et
définit par suite un homomorphisme g de I, dans Z. Pour démontrer que cet homo-
morphisme ¢ définit un. homomorphisme du groupe H,(M; Z) dans Z il suffit de
montrer que g s’annule sur le noyau Y* de ’homomorphisme k: L,— H {(M; Z). La
cohomologie de M (SO(n — 4)) comprend: un générateur U en dimension n — 4, eb
un générateur X en dimension n, en coefficients rationnels. Il résulte du Lemme 2
que L, ® @ est isomorphe au produit H*4V*; Q) @ H*(V*;(); toute classe de
L, ® Q est entitrement déterminée par la donnée des deux classes images f*(U) et
F*(X). La premiére de ces classes, f*(U) est duale de la classe d’homologie de la
sous-variété correspondante; pour une classe de Y2 ® ¢, on a f*(U) = 0; par
suite Y ® @ est isomorphe & HYV*; ). Si V" est connexe, Y ® @ n’a gu'un
générateur, qu’on peut aisément expliciter. Dans un simplexe de dimension
maximum de V*, plongeons le plan projectif complexe PC(2); une telle sous-
variété est définie par une application f: V* — M(SO(n — 4)), dont voici le type
d’homologie: Papplication f se factorise en V”—;;S"—» M(8O(n — 4)), ot b est de
v

degré 1, et ot I'application v a une type d’homologie aisé & calculer. La classe
normale g, de PC(2) plongé dans S* est donnée par la formule classigue de dualité
goit 0 = 37 + g; et Pon a v¥(X) = ¢*(g;) = —3 § (§ classe fondamentale de
H™(8™); done f*(X) = —3 V" Sur PC(2), le second membre de (2) donne par suite:

37+ q,(PC(2)) = 0.

Le second membre de (2) est donc nul sur le noyau ¥ ® @, et Ia classe p, est ainsi
déterminée (c’est, en ce cas, un élément de Hom (H,(V™), 2)).

Reste & montrer que les classes p; ainsi définies vérifient les axiomes 1-2-3.
Pour 1 et 3, ¢’est évident. Pour vérifier Paxiome (2), considérons une sous-variété
P de V* & structure orthogonale normale, et soit j I'injection de P dans ¥, ¢, la
classe (p,) normale de P dans V. Il faut montrer que, si on désigne par p¥,p7, les
classes p, de P et V resp., on a :

3) ") ="+ ¢
On prend la valeur des deux membres de (3) sur une sous-variété Z* de P g structure
orthogonale normale (de classe normale ¢,). On obtient:

37(Z) + (2 + ¢) =37(Z) + o1+ 0y
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en remarquant que la structure normale de Z dans ¥ est Ie joint de la structure
normale & Z dans P par la restriction & Z de la structure normale de P dans V
(Lemme 1).

L’existence des classes p, étant ainsi établie, on montre par induction sur indiee
+ Vexistence et Punicité des classes p,. Supposons done établie, pour toute variété
triangulée, P'existence des classes p,, j << 4. On définira p; tout d’abord sur les
variétés V% de dimension 4i grice & la formule de I'index (Axiome 3) +(V4) =
{@{p,), V4. Observons, de fagon essentielle, que le coefficient (rationnel) de p;
dans le polynéme L, de Hirzebruch n’est jamais nul (ef. [1]).

On détermine ensuite les classes p; dans les variétés de grande dimension # >
4¢ 4+ 2; on peut toujours se ramener & ce cas en faisant le produit de la variété
par une sphére de dimension assez grande. Comme tout-a-I’heure, on détermine p,
d'une variété M en caleulant la valeur prise par p, sur une sous-variété X** de
dimension 44, 3 structure normale orthogonale; on sait en effet qu’il existe une base
de I'’homologie rationnelle H,,(M; Q) constituée de sous-variétés & structure
normale orthogonale. L’axiome (2) permettra dés lors d’évaluer (i*(p,), X%
en fonction de mombres caractéristiques tangents p; - - -p, (X*), de nombres
nOrmauX g; * g;,(X*), et de nombres mixtes Ps," " * 43, (X). Il résulte immédiate-
ment de cette expression que la valeur prise par +*(p,) sur X* ne dépend que de Ia
L-classe de la sous-variété X%, c’est-d-dire de la classe d’applications ¢g: M —
M(SO(n — 44)) qui définit X*, De plus, cette expression, définit, par réunion des
sous-variétés réalisantes, un homorphisme du groupe L,; des L-classes dans le
groupe des rationnels Q.

Pour démontrer que cet homomorphisme définit une classe de cohomologie p,, il
suffit de vérifier qu’il s’annule sur Ie noyau Y* de ’homomorphisme canonique
Ly — Hy (M5 Q). Avant de vérifier ce fait, il nous faut déterminer ¥ @ Q.

D’aprés le Lemme 2, le groupe L,, ® @ est isomorphe au groupe
Hom (H*(M(SO(n — 44)), H*(M; @)). Or H*(M(SO(n — 41))) est I'image par
Pisomorphisme ¢* (qui augmente la dimension de » — 47) de la cohomologie de Ia
grassmarmienne G,,_,,, i.e. une algdbre de polynomes § (g, g5, * * * ¢;) engendrée
par les classes de Pontrjagin ¢, € H¥(G,_,,; @). Un élément de L, ® @ est done
déterming, dés qu’on s’est donné les images, par ’'homomorphisme f* induit par
F i1 M — M(80 (n — 44)), de toutes les classes ¢* (@5," " 44,), o (g;~ -+ 4,,) parcourt
tous les monomes en g; de poids total <i. En particulier, P'image f*$*(1) donne
precisément la classe & € H* (M ; ), duale, par la dualité de Poincaré, a la sous-
variété X définie par f. Les éléments du noyau Y% ® @ sont done caractérisés par
1e fait que f*¢*(1) = 0, les f*¢*(q; - -« g;) pouvant par ailleurs étre des classes
arbitraires de H*(M). On va exhiber un systéme de générateurs pour le noyau
Y% ® @; pour tout indiee 7 < 4, on formera un sous-groupe Y7 de L-classes, tel
que, si g;, - * -, g;, constitue une base des polynomes de poids r (base de H*(@)),
on ait:

f*(‘ﬁ*(qi,’ Tt gp) = ?/}’,,-,---,-, € Hr-4ar(M; Q)
avec f*(‘ls*(qila ey Q;,m) =40
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si Sim>r

et J* (¢*(Qj1’ T, qj‘) TR gy
si 2, << 7, les z; étant des classes de M fonctions des Yj,---;, Supposées donnég
#Pavance dontnousn’aurons pas & nous préoceuper. Il est clair, dans ces conditions,
que tout élément de Y% ® Q est combinaison linéaire d’éléments de Y%, olt 7 varie
de 1 & 4. On va réaliser les Y7 par des applications f de M dans M(8O(n — 44)) d’un
type spécial.

Applications de type zéro

Rappelons le théortme de J.-P. Serre [9]: KEtant donnée une classe de
cohomologie y € H*44H47(I; Q) (n > 8i + 2), il existe un entier non nul & tel que,
pour une application b de M dans la sphére 8414 de classe fondamentale s, on
ait h*(s) = N -y. On supposera cette application kb régulidre sur ’hémisphére
Nord N de la sphire S*4+4 On se donne alors une sous-variété W% de 874,
supposée plongée dans hémisphére N. L’image réeiproque Z4* = h-YW*) est
alors le produit topologique de P'image réciproque h~1{0) = V4% par W*. La
projection r de Z* sur V4% peut étre définie par un systéme de trajectoires .
orthogonales & la fibration définie par I'application %, et, dans la décomposition de
Kiinneth de la cohomologie de Z%, H*(Z4) = H*(V4-4r) g H*(W*), on peut
écrire, pour toute classe y de H*(V4-4), r*(y) = y ® 1. Désignons alors par ¢ et
7 les injections de V¥4 Z% dans M. L’'injection j peut se factoriser en:

gul B (M) S,
et I'image réciproque k() est homéomorphe au produit (0} X N; Papplication
r: Z% >V se prolonge en une rétraction par déformation r: A YN)—» V447,
11 en résulte que, pour toute classe x € H*(M), on a j¥(x) = k*(u*(x)), avee
w¥(x) = (r*)(¢*(x)). Comme k*(r¥*) = (v*) il vient j*(z) = i*(x) ® 1.

La sous-variété W4 étant différentiablement plongée dans 874+, il existe une
application g : S 444 — M(SO(n — 41)), telle que I'image réciproque par g
de la grassmannienne @,,_,; plongée dans M(SO(n — 43)) soit la sous-variété W4,
D’ou résulte, par composition:

3
s 2y (800 — 4))

une application f de M dans M(SO(n — 41); la. L-classe associée sera dite L-classe
de type zéro. On va montrer que sur la sous-variété Z* = f~3G, ) associée &
une L-classe de type zéro, on a

(*(pa), 2*) = 0.

Désignons par J¢, la classe de Pontrjagin tangente de W La classe de Pontrjagin
du fibré des vecteurs normaux est alors donnée par:

G =120
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Désignons par Dg, la classe de Pontrjagin de Z,;, par >p; celle de M. La sous-
variété Z* de M est homologue & zéro dans M, car elle est homologue 3 zéro dans
FYN) =N x V40, 11 faudra done montrer que la valeur de la classe j*(p,) sur
le cycle fondamental de Z4* est nulle.

Or j*(p,) est donnée par Axiome (2):

(1) 2.0%¥ 00 = 259 [2m O

Pour k <C i, on sait que les classes p, existent, et, par suite, j*(p,) = ¢¥*(p,) ® 1.
On aura done j%(p,} = 0 pour ¢ — r << k < 4, (car :*(zx) est une classe de

H*(V%4)). Aprés avoir chassé le dénominateur, et supprimé les termes de degré
>43, (1T} donne:

(4) J¥@) = 2.¢; — L+ (@) +3(@2) +* *+ +J(ps ) - B* 2 0

La relation (4) est supposée par induction valable pour les termes de degré <C4i;
il suffit donce de montrer que, si I’on porte dans (4) la valeur de ¢, donnée par la
formule de I'index, alors la composante de degré 4¢ du second membre de (4)
s’annule sur le cycle fondamental de Z%. On suppose dans ce but que W% et
V447 gont; connexes; ce n'est pas une restriction, car on peut toujours—dans ce
calcul—se limiter & une composante connexe de V44 et W4 sera toujours
prise connexe.

On supposera nul le premier membre de (4}, et on en déduira la valeur de ¢;;
on obtient:

3 4= Z5% @) - b* Dy

Cette relation est équivalente & celle obtenue en appliguant le “foneteur multi-
plicatif” ! (au sens de F. Hirzebruch):

En appliquant au cycle fondamental de Z** = V4*7) x W%, et en remarquant
que j*(p;) =i*(p;) ® 1, et que les classes i*(p,), sont, pour j <4 —7, les
classes de Pontrjagin de la variété V41,

(g5), Z%%) = (5¥y(p;) - B* L{ey), Z%%)
= (L (p}) - B* I (c,,), Z*)
= (li-r(ng) . V4(z‘-—r)> (lr("m) W4r>
soit T(VAED) < (W) = 7(Z5).

La valeur de I(g;) est donc précisément celle que donne la formule de I'index,
puisque Z* est homéomorphe au produit ¥4 x W%, Nous avons done bien
vérifié que (j*(p,), Z*) est nul, propriété que nous devions démontrer pour
toute L-classe de type zéro.

11 reste & vérifier qu’on peut engendrer tout le noyau ¥, ® @ avec des L-classes
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de type zéro. On le voit comme suit: Rappelons d’abord que, si I’on associe & tout
mondéme de poids 7 p, - - - p; un rationnel m; ...,, il existe toujours un entier
non nul N tel que les entiers N - m; ..., soient les nombres caractéristiques
(tangents ou normaux) d une variété W*'; on peut réaliser W%, par exemple, comme
une somme de produits d’espaces projectifs complexes de dimension (complexe)
paire (cf.[1]). Cela étant, supposons qu’on veuille construire explicitement une
L-classe de M vérifiant les relations: g*¢*(p; - - - p;) = My ...; Y, ol les images
g*¢*(p,1- -+ p;) sont toutes multiples d’une méme classe y € H*~4+" de M. On
réalisera la classe y (ou une classe multiple N;-y) comme image de la classe
fondamentale d’une sphére S"44+47 puis on plongera dans 84447 une sous-variété
W% dont les nombres caractéristiques normaux Py, Py, sonk proportionnels aux
rationnels m; ...; . On aura ainsi défini une L-classe répondant-—a un facteur entier
prés—aux conditions demandées. Cette L-classe est de type zéro, et il est clair que
tout élément de Y7 est combinaison linéaire & coefficients rationnels de classes de
cette forme. Nous établissons ainsi que les classes de type zéro engendrent tout le
noyau Y%, Ceci démontre done Pexistence des classes p,. Il reste & démontrer que
ces clagses p; satisfont aux Axiomes 1, 2, 3; la seule démonstration non triviale est
relative & I’Axiome 2; elle est entiérement analoque & celle donnée pour la classe p,,
aussi nous ne la répéterons pas iei.

Nous avons explicité la démonstration précédente dans le seul eas, ott M est une
variété compacte; si M est une variété & bord, de bord ¥, on doit remarquer que la
cohomologie H* (M) et I’homologie H, (M) (homologie singuliére des chaines finies)
sont des espaces vectoriels duaux sur les rationnels. 11 suffit donc de réaliser les
classes de H,,(M; Q) par des sous-variétés & structure normale orthogonale; on
est ainsi ramené & étendre la théorie de la réalisation des classes an cas des vari-
&tes & bord, ce qui ne fait ancune difficulté: les L-classes d’une variété & bord M,
de bord ¥V, correspondent biunivoquement aux classes d’homotopie des applica-
tions de M dans le complexe M(SO(n — 4¢)) qui envoient le bord ¥V sur le point “‘a”
compactifiant de M(80(n — 44)).

1l résulte de la démonstration précédente que les elasses p, sont déberminées
exclusivement et univoquement 3 partir de la fonction + associée & toute L-classe.
1l en résulte que les classes p, (en coefficients rationnels) de deux variétés J-
équivalentes V et ¥ se correspondent par la J-équivalence. En particulier, si ¥ et
V* sont deux complexes simpliciaux isomorphes, leurs classes p; se correspondent
par ceb isomorphisme (invariance combinatoire des classes de Pontrjagin).

Soit ¥V une variété (topologique) triangulée; elle admet de ce fait des classes
;581 V admet une structure différentiable (8) pour laguelle la triangulation donnée
est différentiable (i.e., les simplexes sont des sous-variétés différentiablement
plongées), alors les classes de Pontrjagin de la structure (S) sont les classes p, de la
structure “différentiable par morceaux” associde & la triangulation; ces classes
sont alors des classes entiéres. Nous obtenons done ainsi:

TrfioriME. Pour quw’une variété V, différentiable par morcenux, puisse éire munie
d'une structure différentiable globale gui induise la structure diff. pur morceauz
donnée, il fout que les classes p, associées soient des clusses entidres.
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Relations avec la Hauptvermutung

Soient K, K’ deux complexes simpliciaux, f: K — K’ un homéomorphisme de
K sur K’. On peut alors donner & la Hauptvermutung de la topologie les deux
formes suivantes:

Forme faible. Les complexes K et K’ présentent des subdivisions simpliciales
isomorphes.

Forme forte. Les complexes K et K’ présentent des subdivisions simpliciales
isomorphes, et ’homéomorphisme g défini par cet isomorphisme est arbitrairement
voisin de f.

Si Pon admet la forme forte de la Hauptvermutung, il en résulte que deux
variétés V, V' différentiables et homéomorphes admettent des subdivisions
simpliciales diff plongées isomorphes, et lisomorphisme entre polyddres est
arbitrairement voisin de ’homéomorphisme donuné; dans ces conditions, les classes
de Pontrjagin de ¥ et V' se correspondent par cet homéomorphisme. En admettant
done la Hauptvermutung sous sa forme forte, on en conelut que les classes de
Pontrjagin, prises & coefficlents rationnels, sont des invariants topologiques de la
variété.

Si on admet seulement la forme faible de la Hauptvermutung, on peut seulement
affirmer l'invariance des classes p, € H*(V; @) modulo un automorphisme de la
variété V.

Soit ¥ une variété polyddrale; et soient p, € H*(V; @) ses classes de Pontrjagin:
supposons que V admette par ailleurs une structure différentiable, méme sans
aueun rapport avec la triangulation initiale. La Hauptvermutung (forte ou faible)
permet alors d’affirmer que les classes de Pontrjagin (rationnelles) de ces deux
structures se correspondent; done les classes p, de la structure triangulée sont des
classes entieres.

Exeveres. Désignons par B(h, p) le fibré de base 8%, fibre S% admettant pour
invariant de Hopf %, pour nombre de Pontrjagin p,(8% = p. 8i 2 =0, le fibré
admet une section, et B(0, p) a méme cohomologie que le produit S* X 83%; la

"classe p; de cette variété est alors p - 8%; on peut par suite afficmer que les fibrés
B(0, p) et B(0, p’), olt p différe de p’ sont combinatoirement distincts.

J. Milnor a montré récemment [2] gue Ies fibrés B(1, p) (p = 1 mod 2) sont tous
isomorphes 4 la sphére 87, 'homéomorphisme ne pouvant toutefois pas, dans
certains cas, étre rendu différentiable. En ajoutant au “mapping cylinder” du
fibré B(1, p) une boule de dimension 8 dontle bord 87 s’identifie & B(1, p), J. Milnor
obtient une variété triangulée M¥ dont la seconde classe de Pontrjagin p, n’est
pas, en général, une classe entidre. Si'on admet la Hauptvermutung, cette variété
ne peut par suite étre munie d’aucune structure différentiable globale. On voit
ainsi que le conjecture—communément admise—: “Toute variété polyddrale peut
étre munie dune structure différentiable globale” est contradictoire avec la
Hauptvermutung, méme sous forme faible.

GENARATISATION AUX FIBRES, Soit £ un polyédre, p une application de F sur un
polyédre B; on suppose Papplication p homologiquement localement triviale, la
fibre p~(z) ayant la cohomologie de l'espace euclidien RX (I’image réciproque
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p~YU) de tout ouvert U assez petita méme cohomologie que le produit U x RX).
Supposons B plongée dans une variété & bord ¥ dont B est rétracte par
déformation; alors la rétraction » : ¥ — B définit un fibré induit de B, @ sur Y ; @ est
également une variété & bord contenant ¥ comme sous-variété; on a dans Q et ¥
des classes de Pontrjagin; la formule de “dualité” de I’Axiome 2 permet alors de
définir dans la cohomologie de ¥ des elasses de Pontrjagin normales g;. On peut voir
aisément que les restrictions 3 H*(B) de ces classes ¢, sont indépendantes de Ia
variété & bord Y choisie; on pourrait prendre en particulier un voisinage de B pour
un plonguement rectilinéaire de B dans un espace euclidien de dimension assez
grande. Les classes ¢; ainsi définies (3 coefficients rationnels) sont des invariants
eombinatoires de Vapplication fibrée p: — B. Si cette fibration admet SO(k)
pour groupe de structure, on retrouve les classes de Pontrjagin de la fibration aun
sens usuel.
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